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RÉSUMÉ. Etant données des déformations /i,/2 de deux polynômes de 
deux variables quasi-homogènes pour deux systèmes de poids distincts 
Qi,Q2 satisfaisant à des conditions similaires à celles de singularités 
semi-quasi-homogènes pour un poids, nous donnons, par des méthodes 
inspirées de celles de H. Maynadier, une formule explicite d'un polynôme 
de Bernstein-Sato faisant intervenir deux formes aflines pc,-{fi)si + 
pci (/2)s2 + fc, i = 1, 2. Dans le cas particulier (/i, /2) = (s" + x^^xl + 
X2), bc — ad > 0, nous calculons l'espace Ti.f étudié récemment par J. 
Briançon, Ph. Maisonobe et M. Merle et montrons qu'il est égal au lieu 
des zéros de siS2{absi + ads2){adsi + cds2). 



Introduction et énoncé des résultats principaux 

L'étude du polynôme de Bernstein (ou 6-fonction selon M. Sato) et de son 
analogue à plusieurs fonctions, l'idéal de Bernstein-Sato remonte au début 
des années 1970 avec entre autres les contributions fondamentales de I. N. 
Bernstein jSj, J.E. Bjork 4 , B. Malgrange et M. Kashiwara 12 pour le 
polynôme de Bernstein et de C. Sabbah ^lEj pour l'idéal (ou les idéaux) 
de Bernstein-Sato. 

Ces études "théoriques" n'ont en rien épuisé le sujet. En effet, aujourd'hui 
encore, il reste beaucoup de questions ouvertes, notamment sur des questions 
de rationalité ou de principalité, mais aussi concernant le calcul explicite de 
ces polynômes et de ces idéaux. A ce propos, citons les contributions de 
T. Yano et M. Kato qui ont traité nombre d'exemples. Citons aussi T. Oaku 
|17j qui, le premier, donna un algorithme de calcul du polynôme de Bernstein 
global et local d'un polynôme, et ce sans aucune hypothèse sur le polynôme 
en question ; cet algorithme est basé sur la théorie des bases de Grôbner dans 
les anneaux d'opérateurs différentiels. Signalons [22l dans lequel U. Walther 
calcule le polynôme de Bernstein (global) d'un arrangement d'hyperplans 
générique. Enfin, terminons cette liste (non exhaustive) par une contribution 
qui nous concerne directement ici, à savoir l'article de J. Briançon et al 
[7] dans lequel les auteurs donnent une méthode explicite pour déterminer 
le polynôme de Bernstein d'une singularité semi-quasi-homogène ou non 
dégénérée au sens de Kouchnirenko (voir aussi T. Torrelli |20j). 

Ici nous nous intéressons aux cas de plusieurs fonctions. À p germes 
€ C{x} = C{xi, . . . , on associe l'idéal de Bernstein-Sato 
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B formé des polynômes 6(s) G C[s] = C[si, . . . , Sp] satisfaisant à 

oii Vn est l'anneau des opérateurs différentiels à coefficients dans C{3;} et F 
est le produit des fj. D'après C. Sabbah ^lEj, cet idéal n'est pas nul et 
d'après J. Briançon et H. Maynadier ^0], il n'est pas principal en général. 

H. Maynadier El a étudié l'idéal de Bernstein-Sato d'une singularité 
quasi-homogène ainsi que semi-quasi-homogène (i.e. l'idéal des parties ini- 
tiales définit une intersection complète à singularité isolée) pour un système 
de poids donné en s'inspirant de [Z|- La méthode peut se résumer ainsi : dans 
un premier temps, on fait monter le poids des coefficients des opérateurs à 
l'aide de l'opérateur d'Euler associé au système de poids et dans un deuxième 
temps on réécrit ces coefficients via des divisions par des idéaux de co- 
longueur finie. 

Une question naturelle se pose alors : que se passe-t-il si on essaie de 
généraliser ces méthodes dans le cas oir l'on s'autorise des systèmes de poids 
distincts ? La première situation à étudier est celle de deux fonctions de deux 
variables. C'est ce qu'on se propose de faire ici. 

Notations. Pour un germe de fonction analytique u = 
Uij G C, on définit son diagramme de Newton M{u) C comme l'ensem- 
ble des couples tels que Uij ^ 0. Étant donné un système de poids 
a = {b, a) G (Q>o)^5 un polynôme p = p(xi, X2) est dit a-homogène de degré 
deg„(p) = d si pour tout G M{p), bi + aj = d. Pour un polynôme quel- 
conque p, le degré par rapport à a est deg^(p) = max{6i+aj/ (z, j) G J\f{p)}. 
On définit le poids (pour le système a) d'une série u comme pa{u) = 
min{6i + aj / G M{u)}. On note ma{u) la partie initiale de u, i.e. sa 
partie a-homogène de degré Pa{u)- De plus, pour un idéal / de C{xi, 2:2}, on 
note ui.a{I) l'idéal de Cjxi, X2} engendré par les parties initiales des éléments 
de /. Enfin, pour ui, . . . ,Ur G C{xi, X2}, on note («i, . . . , Ur) l'idéal qu'ils 
engendrent. 

On se donne deux fonctions analytiques complexes /i , /2 de deux vari- 
ables xi,X2-, deux entiers positifs non nuls a et d et deux rationnels 6 et c 
strictement supérieurs à 1 tels que les deux systèmes de poids ai = (6, a), 
«2 = {d, c) soient non colinéaires. On suppose : 

(1) x1 (resp. X2) est un terme de /i (resp. /2), 
i.e. (a,0) gA/"!/!) et (0, d) G AA(/2), 

(2) paAh) = degc^iK) = ab, 

(3) /5a2(/2) = àeg^^ixi) = cd, 

(4) bc > ad (i.e. inQ,i(/i) est "plus pentue" que inQ,2(/2))- 

On impose les hypothèses supplémentaires suivantes. Si on note J le déterminant 
jacobien de (/i,/2), alors on demande : 

(5) Les idéaux in^i ((/i, J)) et (Iuq^ (/i), in^j ( J)) sont égaux et de co- 
longueur finie dans C{xi,X2}. 
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(6) Les idéaux inaj ((/2 5 «^)) et (in^j (/2), iiiag ( J)) sont égaux et de co- 
longueur finie dans C{xi,X2}- 

Notons D = T>2 l'anneau des opérateurs différentiels à coefficients dans 
C{x} = C{xi,X2}. Le résultat principal de cette note est le suivant. 

Théorème 1. 

-Sia = letd=l alors l'idéal de Bernstein-Sato B est engendré par 

(S1 + 1)(S2 + 1). 

-Sia>2oud>2: 
Posons Ni = 2ab + ad - 2a - 2b, N2 = 2cd + ad - 2c - 2d, 

Wi = {degoj(m)/m monôme et deg^^im) < Ni + Pai{f2)}, 
W2 = {dega2im)/m monôme et dega^im) < N2 + Paiifi)}- 
Le polynôme 

S2) = (si+l)(s2+l) Y\. ici'bsi+ads2+a+b+pi)- {adsi+cds2+c+d+p2) 

PiGWi P2&W2 

appartient à l'idéal B. 

La construction que nous mettons en place s'applique à la situation suiv- 
ante : 

Proposition 1. Soient a, b, c, d des entiers non nuls tels que bc > ad. Soient 
51)52 G C{x}. Si gi (resp. g2) est non nul, on suppose Paiidi) > oh (resp. 
Pa.2 (52) > cd). Posons fi = xf + x^2 + 9i et /2 = + + 52- Alors (/i, 72) 
satisfait aux hypothèses (1),. . .,(6) et le théorème précédent s'applique. 

Exemples et Discussions. (1) Considérons / = {xi,x\ + x^)- Il est 
facile de voir que si l'on pose ai = {b, 1) et 02 = (2, 3) alors les hy- 
pothèses du théorème sont satisfaites pour n'importe quel entier b >2. 
On remarque que A^2 = 4 et W2 = {0, 2, 3, 4, 5, 6} quelque soit 6, alors 
que A''i et Wi dépendent de b. Ainsi le polynôme suivant (si + l)(s2 + 
^)Pb{si,S2)q{si,S2), où Pb{si,S2) = Up^ewA^^^ + 2s2 + l + b + pi) et 
q{si,S2) = Ylp^^wA2si + 6s2 + 5 + p2), est dans B, ce quelque soit b>2. 
Ceci entraine que bi{s) := (si-|-l)(s2 + l) np2=o,2,3,4,5,6(2^i+6s2+5-|-/92) 
est lui-même dans B. 

(2) H. Maynadier ^5] calcule l'idéal de Bernstein-Sato associé à deux 
polynômes /i,/2 de deux variables, a- homogènes pour un système de 
poids a donné, dans le cas où les fj sont à singularité isolée et le 
morphisme / = (/i,/2) définit l'origine. Elle montre alors que l'idéal 
en question est principal et en calcule le générateur. Dans l'exemple 
précédent (avec a = (2,3)), elle obtient comme générateur boi^s) : — 
(si + l)(s2 + l)np2=o,2,4,6(2'5i + 6s2 + 5 + p2)- Ce dernier divise 61. Cela 
montre en passant que les Wj ne sont pas optimaux en général. 

(3) Dans |16j, H. Maynadier traite aussi les morphismes / = (/i, • • • , /p) 
tels que toute famille extraite définit une singularité semi-quasi-homogène 
pour a (i.e. les formes initiales de ses fonctions forment une intersection 
complète à singularité isolée). Dans ce cas, elle montre qu'un polynôme 
de la forme irj=iisj + '^)I\pew(Yfj=i Paifj)sj + p), VF étant un ensem- 
ble d'entiers, appartient à B. 
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Maintenant, considérons / = (xf + X2,xf + x^). Signalons qu'on ne 
connait toujours pas l'idéal de Bernstein-Sato de / même dans le cas 
global, cf. ^ et j21j . On peut facilement voir que cet exemple ne rentre 
dans aucune des situations étudiées dans UH! • La proposition précédente 
nous donne cependant un polynôme dans B, à savoir 

(si + l)(s2 + 1) Yli^si + 4s2 + 5 + p){4si + 6s2 + 5 + p) 
p 

avec p qui parcourt Wi = W2 = {0, 2, 3, ... , 10}. Au vu de l'exemple 
(1), on peut penser qu'un produit sur un sous-ensemble strict de Wi 
suffise. Par ailleurs on peut se demander si les deux formes affines qui 
apparaissent sont obligatoires. La réponse est oui comme on va le voir 
plus bas et cela montre que la situation examinée dans ce papier est 
bien différente de celles traités par H. Maynadier. 

De façon générale : soient /i, . . . , /p € C{x} des fonctions analytiques au 
voisinage de G C". Au voisinage de x = 0, soit A le sous-ensemble de 
r*C" X CP défini par : 

A = {{x,Xidfi{x) H h Xpdfp{x),Xifi{x), . . .,Xpfp{x))}, 

où (Al, . . . , Xp) décrit C^. Considérons l'espace introduit par M. Kashi- 
wara et T. Kawai défini comme l'adhérence de A dans T*C" x ; il 
s'agit de la variété caractéristique de î'n[si, . . . ,Sp] ■ f^^ ■ ■ ■ fp^ vu comme 
Dnlsi, . . . , Sp]-module (voir ^21; Th. 2). Maintenant, suivant J. Briançon, 
Ph. Maisonobe et M. Merle 012], notons 7r2 : T*C" x ^ la projection 
canonique et considérons ?ïf G défini par : 

nf = 7r2{wfnF-\o)), 

où l'on étend canoniquement F a T*C^ x par F{x, ^, s) = F{x). 
Pour un polynôme c G C[si, . . . , Sp], on note fin(c) sa partie homogène de 
plus haut degré (sa partie finale) et pour un idéal J C C[si, . . . , Sp], fin(J) 
désigne l'idéal engendré par l'ensemble des parties finales des c £ J. 

Théorème BMM i^^). 

(1) 7ïf est une réunion d'hyperplans vectoriels. 

(2) Tïf est contenue dans le lieu des zéros de îm(B). 

(3) Si p = 2 : il existe b £ B tel que le lieu des zéros de fin(6) égale 7ïf. 
Par conséquent Tij est égal au lieu des zéros de îm(B). 

Revenons à notre situation. D'après ce théorème et le théorème 
Ti-f C V{siS2{absi + ads2){adsi + cds2))- 

Proposition 2. Dans le cas où (/i, /2) = (x? + x^, xï + xi) et bc > ad, Hf 
est égal à V{siS2{absi + ads2){adsi + cds2))- 

Ainsi dans ce cas, le polynôme b construit dans le théorème ^ vérifie 
V{îm{b)) = Hf, on retrouve donc le résultat (3) du théorème précédent 
dans ce cas bien particulier. Cela justifie l'adjectif "remarquable" employé 
dans le titre. 
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Comme conséquence du théorème précédent, tout polynôme de Bernstein- 
Sato b associé à (/i,/2) = {xf + X2,xf + X2) {bc > ad) a comme facteurs 
obligatoires de sa partie finale les formes linéaires {absi + ads2) et {adsi + 
cds2)- On peut conjecturer que l'égalité de la proposition [2 soit encore vraie 
sous les hypothèses plus générales du théorème ^ ou au moins celles de la 
proposition ^ 

Signalons qu'en général, nous ne savons pas déterminer les formes linéaires 
obligatoires. Nous savons qu'elles sont contenues dans le 1-squelette du V- 
éventail de Grôbner de l'annulateur de /^^ • • • fp^ dans î?n+p, cf. 0. 

Pour finir, décrivons le contenu de l'article. Dans la première section, nous 
montrons comment, à l'aide de l'opérateur d'Euler naturellement associé à 
ai, faire monter le poids p^. à l'aide d'une forme affine. Dans la section 2, 
nous décrivons les idéaux de colongueur finie qui nous servirons dans la suite. 
Nous donnons aussi une borne inférieure concernant le poids qu'il faut pour 
appartenir à ces idéaux ; ici nous utilisons la notion de bases standard. Dans 
la section 3 se trouve la construction proprement dite d'un polynôme de 
Bernstein-Sato. Nous utilisons d'abord les deux formes affines déterminées 
dans la section 1 pour faire monter suffisamment le poids des coefficients des 
opérateurs. Puis, via une division par les idéaux de la section 2, nous faisons 
une réécriture de ces opérateurs avec une conservation des poids. Dans la 
section 4, nous montrons la proposition ^ en utilisant les bases standard. 
Enfin la section 5 contient la démonstration de la proposition [21 

Remerciements. Je tiens à remercier chaleureusement Hélène Maynadier- 
Gervais pour les discussions fructueuses que nous avons eues durant l'élaboration 
de ce travail. Un grand merci également à Michel Oranger pour m'avoir 
suggéré de tenter le calcul de Tif et pour avoir relu le manuscrit. Les 
résultats exposés ici sont issus d'un travail réalisé en grande partie à l'u- 
niversité d'Angers. La section 5 a été élaborée à l'université de Kobe avec 
le soutien financier de la JSPS dans le cadre d'une bourse post-doctorale 
FY2003. 



1. Processus de montée des poids 

Définissons les opérateurs d'Euler suivants : 

- Xi = bxidx^ + ax2dx2, 

- Xi = bd^iXi + adx2X2 = Xi + a + b, 

- X2 = dxid^-^ + cx2dx2, 

' X2 = ddx^xi + cdx2X2 = X2 + c + d. 
Notons alors 

- /il = Xl(/l) - PaAîl)h et /12 = X2(/l) - Pa2{fl)fl, 

- /2I = Xlih) - PaAh)f2 et /22 = X2(/2) " Pa2if2)f2- 

L'affirmation suivante est triviale. 
Affirmation 1.1. 

- Pai(/ll) > Paiifl) et Pa2ifll) > Paal/l); 

- Paiifu) > Paiifl) et paiif 12) > Paal/l); 

- PaAf 21) > P«i(/2) et Pa2{f2l) > Pa2{f2), 

- PaAf 22) > Pai(/2) et Paiif 22) > Pa2{f2)- 
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Notation 1.2. On note Ç_i,o = /^+V2^ 6,-1 = /r/|'+' = 
/^i+Vl^"^^- p/us, si (ii,i2) e N^, on noie ; 

in^i, = Si • • • (si - ZI + 1) ■ S2 • • • (S2 - ï2 + l)/r-'V|'"''- 
Avant de poursuivre, définissons le poids d'un opérateur appliqué à ^11,12- 

Définition 1.3. Soiti G {1,2}. 

- Pour {il, i2) G (NU{-1})2, on pose Pai{ùi,i2) = -hPai{h)-i2Pai{f2)- 

- Siu£ C{x}, on pose Pa,{u^h,i2) = Pa,{u) + PaMh,i2)- 

- Si P = -P(s) G 2^[si, S2], on adopte l'écriture à droite : P = ^ ^ dxS^sl^Uf^^k,! 
avec P eN"^ et Uf)^k,l £ C{x} et on définit Pai{P ■ ^11,12) comme le min- 
imum des Pai{Uf3,k,l^h,i2)- 

Soient maintenant (ii,i2) G et m G C{x} pour lequel on note pi = 
Pai«n,i2) et P2 = Pa2{u^h,i2)- Posons ui = xi{u)-pai{u)u et U2 = Xiiu)- 

Pa2{u)u. 

Lemme 1.4. 

+^l^n,î2 + /ll^^Çn+l,i2 + /2l'"Cii,i2+l! 



X2 • <n,î2 = \Pa2{h)si + Pa2{f2)s2 + C + d + P2jU^h,i2 
+^«2^11,12 + /l2^t^n+l,i2 + /22«Cii,i2+l- 

La démonstration consiste en un calcul facile laissé au lecteur. 

Remarque 1.5. 

• Pai{îi)si + Pai{Î2)s2 + a + h + pi = absi +ads2 + a + b + pi, 

• Pa2 + Pa2 (/2)S2 + C + d + P2 = adsi + cdS2 + C + d + p2. 

Corollaire 1.6 (de montée des poids). Sous les hypothèses du lemme précédent, 
on a : 

(1) [absi + ads2 + a + b + piju^i^^i^ = PoCn,i2 + -PiCii+i,i2 + ^2Çii,î2+i> 
où Pq, Pi, P2 G P vérifient 

Pai{Poih,i2)^ Pai{Plih+l,i2)^ Pai{P2^ii,i2+l) > Pai ('"^ii ,22 ) 
Pa2{Poùi,i2)i Pa2{Pl^ii+l,i2)i Pa2 (-^2^11,12+1) ^ ^02(^^11,12)) 

(2) {adsi + cds2 + c + d + p2)<ii,i2 = Qo^h,i2 + <3iCn+i,i2 + Q2Ch,i2+i, 
où Qo,Qi,Q2 & V vérifient 

Pa2{Q 0^11,12)^ Pa2(QlÇn+l,î2)) Pa2{Q2ih,i2+l) > Pa2 (^^Cii ,î2 ) 



Pai{QoCii,i2)i /5ai(QlCîi+l,î2)) Pai{Q2^h,i2+l) > Pai ('"^11,22)- 
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2. Les idéaux de colongueur finie 

Considérons les idéaux suivants de C{xi,X2}. 

- h = {fi,J), 

- h = {f2,J), 
-/=(/l,/2>. 

Dans cette section, nous déterminons une borne inférieure concernant 
le poids d'une série pour que celle-ci appartienne à l'un de ces idéaux. Les 
résultats concernant les idéaux Ii et I2 sont de H. Maynadier et ceux 

qui concernent / s'appuient sur la notion de bases standard. A ce propos 
nous rappelons un théorème de division dans le paragraphe 2. 

2.1. Les idéaux Ii et I2. 

Rappelons les hypothèses (5) et (6), à savoir inQ,j(/i) = (in^j (/i), ina^ ( J)) 
et ina2(/2) = (ina2(/2)jinQ-2(>/)) et ces idéaux sont de colongueur finie. On 
est alors en mesure d'appliquer le théorème de division par un idéal de 
colongueur finie (th. 4.2.1.1 dont on trouvera une démonstration dans 
[ÏÏÏj . voir aussi et [g]). De plus, la colongueur de Ii (resp. I2) est finie et 
égale celle de (in^j (/i), ina^ ( J)) (resp. (inQ,2(/2),inQ,2(J))). Des résultats de 
H. Maynadier |15| I16j. on retiendra : 

Proposition 2.1. Soit Mi une cobase monomiale de li, i = 1,2. Soit u 
dans C{x}. 

- Si pour tout m & M.I, Pa^iu) > degQ,^(m), alors il existe v,w £ C{x} 
tels que : u = vfi+wJ, PaAu) < PaAv) + PaAfi) et pa^u) < PaAw) + 

PaiiJ)- 

- Si pour tout m € M.2, Pa-zi^) > deg^2{m), alors il existe v,w £ C{x} 
tels que : u = vf2 + wJ, Paiiu) < Pa2{v) + PaAh) et paAu) < pa2{w) + 

Remarque 2.2. Dans la thèse de H. Maynadier (''15' pages 88-89), il est 
expliqué et démontré comment, étant donné un idéal J C Cjxi, . . . , x^} 
de définition quasi-homogène pour un système de poids a € N" (par ex- 
emple inQ,j(Ii) ou 'm.aAl2)) engendré par des polynômes quasi-homogènes 
Fi, . . . ,Fr de poids respectifs pi, . . . ,pr, trouver un majorant de l 'entier 
N{J) défini comme le plus petit entier N tel que J contienne tous les 
monômes de poids strictement supérieur à N. En particulier lorsque r = n 
(ce qui est le cas des idéaux ma-^{Ii) et ma2{l2) pour lesquels r = n = 2), 
on a : 

^(J) =Pi-\ \-Pn- \a\- 

On obtient donc : 

• iV(in^, (II)) = p^, (/i) + p^, ( J) - (a + 6), 
. iV(in^2 (^2)) = Pc.2 (/2) + Pa2 (J) -{c + d). 

2.2. Préliminaire sur la division. 

Dans le paragraphe suivant ainsi que dans la démonstration de l'affirma- 
tion nous allons utiliser la notion de bases standard dans les séries con- 
vergentes C{x} = C{xi, . . . ,Xn}. Afin de rendre l'exposition précise, nous 
rappelons le théorème de division avec uniques reste et quotients (voir |111 
Th. 1.5.1]). Pour les autres résultats et les autres notions, nous renverrons 
le lecteur à fTÏ] . 



8 



ROUCHDI BAHLOUL 



Fixons une forme linéaire L : R" ^ M à coefficients positifs ou nuls et soit 
<o un bon ordre total fixé sur N" (par exemple un ordre lexicographique) . 
On définit l'ordre <l sur N" par : 

f3<Ll3' ^ L{0) > L{I3') ou (égalité et (3 >o /3')- 

Pour / G C{x} \ {0} s'écrivant / = c^x^ (avec cp € C) on définit son 
diagramme de Newton M{f) = {/3 G N"|c/3 ^ 0} puis son <2,-exposant 
privilégié exp<^(/) = max<^A/'(/). On note cp<^(/) = Cexp<^(/) son coef- 
ficient privilégié, i.e. et tp<^(/) = Cgxp^ (Z)^'^^^^^^'^^ ^^'^ terme privilégié. 
Finalement, on note piif) son poids défini comme le minimum de l'image 
L{M{f)). Signalons que piif) = L(exp<^(/)). 

Soient maintenant /i, . . . , dans C{a;} \ {0}. Considérons la partition 
= Al U • • • U U A associée à /i, . . . , : 

- Ai = exp<J/i)+N", 

- A, = (exp<^ Uj) + N") \ (Al U • • • U Aj_i), pour j = 2, . . . , r, 

- A = N"\ (AiU---UA^). 

Théorème 2.3 (de division). Pour tout f G C{x}, il existe un unique 
élément {qi, . . . , q^, R) de {C{x}Y~^^ tel que : 

(1) f = qih + ---+qrfr+R, 

(2) N{qj) + exp^^(/j) C Aj pour tout j tel que qj / 0, 

(3) J\f{R) CÂ siR^O. 

L'élément R est appelé le reste de la division. 

Rappelons les grandes lignes de la démonstration du théorème de division. 
Cela nous sera utile dans la suite. 

(i) : Posons (/«, g?, . . . , q^„ iï^) = (/, 0, . . . , 0, 0). 
Pour z > 0, 

(ii) : si = alors on pose if+\qi+\ . . . ,qi+\R'+^) = {f,q\, . . . ,qi,R'). 

(iii) : si exp<^^(/*) G A alors 

(r+i,gi+i, . . . = (f - tp<jr),gi+i, . . . + tp<^(r)), 

(iv) : sinon, soit j = min{A; G {1, . . . ,r}, exp^^(/*) G A^} et 

i+l ^ fi _ ^P<l-(-^') . 2.exp<^(r)-cxp<^(/,) _ J 

cP<J/i) ^' 

J+l _ „î , ^P<l(/') . exp< (r)-exp< (/,) 

"'^■^cp<,(/,) 

ql+^ = ql pour / / j, et R'+^ = R\ 
Cette construction donne lieu a r + 2 suites P,q\, . . . ,ql,R^ qui vérifient / = 
P + Yl^j=i q]fj + dont on montre qu'elles convergent pour la topologie 
(xi, . . . ,x„)-adique (en particulier les /* tendent vers 0). On obtient donc 
une division dans C[[x]]. La fin de la preuve consiste à montrer que R ainsi 
que les qj construits sont bien dans Cjx}. On appelle division élémentaire 
l'une des étapes (ii), (iii), (iv) dans la construction ci-dessus. 
Pour finir, voici une remarque utilisée dans la démonstration du lemme ITïïl 
et de l'affirmation 14. il 
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Remarque 2.4. Dans la construction ci-dessus, si pour tout i, exp^^(/*) 
appartient à Ai U • • • U alors le reste R est nul ( en effet chaque est 
nul). 

2.3. L'idéal /. 

Dans ce paragraphe, nous montrons que l'idéal / est de colongueur finie ; 
ceci grâce à une division relativement aux deux systèmes de poids ai et 02- 
Pour cela, nous allons utiliser la notion de bases standard (voir 1111 ) . 

Soit Li (resp. L2) la forme linéaire Li(i,j) = bi + aj (resp. L2{i,j) = 
di + cj). Soient <i et <2 les ordres sur définis comme suit : 

<i ^ Li{i,j) > Li{i',j') ou (égalité et j > j'), 

ihj) <2 {i',f) L2{i,j) > L2{i',j') ou (égalité et i > i'). 

Pour u G C{x}, on note exp^^(ti) = max<-^ (A/'(u)) (de même pour <2). 
Nous avons les propriétés suivantes : 

Propriété 2.5. 

(i) : Li(exp<^(u)) = pa,(n) et L2{exp^,^{u)) = pa^iu) 

(ii) : exp<^(/i) = exp^^{fi) = (a,0) 

(iii) : exp<^(/2) = exp<2(/2) = {0,d) 

Dans ce qui suit, nous montrons que /i et /2 forment une <i-base standard 
de /. Grâce aux propriétés (ii) et (iii), cela entraine qu'ils forment aussi une 
<2-base standard. 

Lemme 2.6. L'ensemble {/i,/2} est une <i-base standard de I. 

Démonstration. Pour cela, nous allons considérer la division de la 5- fonction 
(cf. dH Def. 1.6.1]), S = xifi - xff2, par /i,/2 relativement à l'ordre <i : 
S = qifi+q2f2+R, le but étant de montrer que le reste R est nul (il s'agit du 
critère de Buchberger démontré à l'origine dans les anneaux de polynômes 
[S]). Dans N^, considérons le secteur épointé 

r = {(i,i)/ Li{i,j) > Li{a,d) et L2{i,j) > L2{a,d)} \ {{a,d)}. 

On remarque que M (S) C P et surtout que 

P C (exp<^ (/i) + n2) u (exp<^ (/2) + N^). 

Considérons maintenant la division de S par (/i,/2) relativement à <i. 
Formellement, elle consiste en une suite infinie de divisions élémentaires. La 
première d'entre elles consiste à diviser le monôme privilégié m = exp,^^ (S) = 
X1X2 de S par /i (ou /2). En terme de diagramme de Newton, cette division 
se traduit par le fait de remplacer (fc, l) par l'ensemble 

{M{fi) + [k-a,l))^{[k,l)} 

(ou (AA(/2) + (/c, / — d)) \ {(A;,/)}) qui est inclus dans P. On voit alors que 
tout au long du processus de division, toutes les divisions élémentaires se 
déroulent dans le secteur P (i.e. avec les notations employées dans le para- 
graphe précédent, pour tout i G N, A/'(/*) est inclus dans P). En conséquence, 
le reste de la division de S par (/i, 72) est nécessairement nul (cf. remarque 
12. 4|) . En utilisant le critère de Buchberger jlll Prop. 1.6.2], on peut conclure 
que /i, /2 forment une <i-base standard de /. □ 
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Corollaire 2.7. L'idéal I est de colongueur finie et Ai = {x'^Xg/ < i < 
a — 1, < j < d — 1} en est une cobase. 

Corollaire 2.8. Soitu G C{x} tel que pa^iu) > dega_^{x'^~^ X2^^) ou pa^iu) > 
deg^^{x1~^ X2~^) alors il existe ui,U2 G C{x} tels que : 

m U = Ui/i + U2f2, 

• Paiiu) < PaAui) + paiifl), 
Paiiu) < Pai{u2) + Pai{f2), 

• Paiiu) < Paiiui) + Pa^ifl), 
Paiiu) < Pa2iu2) + Pa2if2)- 

Démonstration. Divisons u par /i,/2 relativement à <i. On obtient : u = 
uifi + «2/2 + R, avec : 

PaAu) < Paiiui) + Paiifl), 
Paiiu) < Paiiu2) + Paiif2) 
et Paiiu) < PaiiR)- 

Or, d'après les propriétés 12.51 (ii) et (iii), la division précédente est aussi 
une division relativement à <2, on a donc : 

Paiiu) < paiiui) + Paiifl), 
Paiiu) < Paiiu2) + Paiif2) 
et Paiiu) < PaiiR)- 

Comme R est une combinaison linéaire de monômes de , il est nécessairement 

nul. n 

3. Construction d'un polynôme de Bernstein-Sato 

Ce qui suit contient la construction et la formule explicite d'un polynôme 
de Bernstein-Sato associé à (/i, 72). L'idée générale est la suivante : en appli- 
quant les formes affines obtenues en section 1, nous faisons une montée suff- 
isante des poids d'opérateurs agissant sur £,ii,ii- Ici suffisante signifie qu'on 
veut que les coefficients de ces opérateurs appartiennent aux idéaux /, Ii et 
12- Ensuite via une division par ces idéaux, on montre comment passer de 
Cii,ii à Çii_i,i2 et Çii^j2-i ceci en conservant le(s) poids des opérateurs, le but 
étant de "redescendre" jusqu'à = fi^^ /2^^ • 

Pour commencer, faisons quelques remarques sur J le déterminant jaco- 
bien de (/i,/2). 

Remarque 3.1. 

- (a — 1, d — 1) appartient à J), 

- pa, ( J) = deg,^ ix1-'4'') = Ha - 1) + aid - 1), 

- p^, ( J) = deg,^ = dia - 1) + c(d - 1), 

- m«,(J) = m.,( — ) . m„,( — ) = dx, ■ m.,(^), 

- iHaaiJ) = ma^i^j • m„2(^) = ax^ ■ in„2( — ). 
La preuve est facile et laissée au lecteur. 
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Notons iV(/i) = PaAh) + Pct^{J) -{a + h) et A^i(/) = b{a - l) + a{d- l). 
Nous avons vu que si un monôme m a un ai-degré strictement supérieur à 
N{Ii) alors il appartient à Ii (voir la proposition 12.11 et la remarque 12. 2|) . 
De même si son ai-degré est strictement supérieur à Ni{I), il appartient 
à I (voir le corollaire 12. 8|) . Une question naturelle est celle de comparer 
iV(/i) et Ni{I) (et de même pour N{l2) = p^iih) + Pa2{J) - {c + d) et 
N2{I) = d{a-l)+c{d-l)). 

Lemme 3.2. Si a > 2 (resp. d > 2) alors N{Ii) > Ni{I) (resp. Nih) > 

La preuve de ce lemme est laissée au lecteur. 

Lemme 3.3. Si a = 1 et d = 1 alors l'idéal de Bernstein-Sato de (/i,/2) 
est égal à {{si + l)(s2 + !))• 

Démonstration. Par la remarque précédente 13.11 (a — 1, d — 1) G J^{J) ainsi 
J est une unité de Cjx}. Il en résulte alors que (si + l)(s2 + 1) est un 
polynôme de Bernstein-Sato. Il est bien connu d'autre part que puisque 
(/i)/2)(0) = (0,0) et que /i,/2 sont en intersection complète (en effet / 
est de colongueur finie d'oià V^(/i,/2) = y{I) = (0)), B est inclus dans 
{{si + l)(s2 + 1)) (voir le lemme 1.2 dans [Tïïl). □ 

Ainsi, dans la suite nous supposerons toujours : a > 2 ou d > 2. 

3.1. Étape 1 : Montée suffisante des poids pi et p2. Considérons les 
deux ensembles suivants : 

Wi = {deg„^ (m)/m monôme et deg„^(m) < iV(/i) +/0ai(/2)}, 

W2 = {dega^{m) / m monôme et deg„2("^) ^ ^(-^2) + Pa2Ui)}- 
Ensuite, posons 

b{si,S2)= Y\_ {a.hsi + ads2 + a + b + pi) ■ {adsi + cds2 + c + d + P2) , 

et enfin 6(si, S2) = (si + l)('S2+l)^('Si, ■52)- Le but est de montrer que 6(si, S2) 
est un polynôme de Bernstein-Sato de (/i,/2)- 

Lemme 3.4. // existe des entiers Mi et M2 et des opérateurs Pi^^i2 € T> 
pour il = 0, ... , Ml et i2 = 0, . . . , M2 tels que : 

Ksi,S2)fl^ Î2'' = X] Pii,i2-^ii,i2 

0<n<Mi 

0<Î2<M2 

et pour tout ii,i2, 

Pai{Ph,i2 -^11,12) > N{li) + pa^{f2) et Pa2{Pii,i2-Ùi,i2) > ^^(^2) +Pq2 (/l)- 

Ce lemme découle directement du corollaire 11.61 
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3.2. Étape 2 : Division par / et réécriture. Dans le lemme précédent, 
pour tout il et tout ^2, Pii,i2 est une somme finie de dxldxlu avec des 
u € C{x} qui vérifient : 

> A^(/i) + PaAh) +ilPaAh) +*2Pai(/2) et 

Ceci nous dit en particulier que chaque u appartient à / (cf. lemme 13.21 
et corollaire 12. 8|) . Divisons un tel u par (/i,/2) relativement à l'ordre <i 
(et aussi <2, voir la propriété 12. 5|) . On obtient u = ui/i + n2/2 avec les 
conditions suivantes : 

Paiiu) < Paiim) + Paiifl) et Pai{u) < Pai{u2) + Paiif2), 

Pasiu) < Pa2{ui) + Pa^Ul) et p^ii^) < Paa («2) + Paa (/2)- 
En conséquence : 

Lemme 3.5 (Réécriture et conservation des poids). Avec les notations du 
lemme précédent \!^.4[ soit (11,12) £ {0, ...,Mi} x {0, . . . , M2}. Il existe 

PiiM ■ iiiM = (si -k + '^)P^ ■ Çii-l,i2 + {S2 - î2 + 1)^'^ • Çn,i2-l 

et 

Pal(^^'•e^l-l,^2) > N{h) + p^,{f2) et Pa2{P'-Ù^~l,i2) > N{l2)+Pa2{fl), 

et de même pour ■ ^j^^jj-i. 

En itérant ce processus de division et réécriture, on obtient ceci : 

Corollaire 3.6. // existe des entiers M[,M2 et des opérateurs Qi^^Ri^ G 
S2] avec < il < M{ < Ml et < ^2 < Af^ < M2 tels que 

Mi M'2 
il=0 «2=0 

et pour tout ii et tout i2, 

PaAQh-Ciu-l) > Nih)+PaAf2) et Pa2{Ri2-i-l,i2)> N{l2)+ Pa2{h)- 

En adoptant l'écriture à droite, chaque Qjj (resp. iîjj) peut s'écrire comme 
une somme finie de dxs\s2U, u € C{x} (resp. dxSiS2V, v € C{x}) de telle 
sorte que : 

(1) pa,{u) > iV(/i) + iip«,(/i), 

(2) Pa2{v)> N{l2)+i2Pa2{f2). 

L'étape suivante va consister à diviser par Ii les u satisfaisant (1) et par 
I2 les V satisfaisant (2). 

3.3. Étape 3 : Division par Ii (resp. I2) et réécriture. On se con- 
tentera de traiter le premier cas (les calculs sont similaires dans le second). 

Soit donc u € C{x} tel que Paiiu) > N{Ii) + iiPaiifi), h étant fixé 
supérieur ou égal à 1 (si ii = 0, on ne fait rien). 

Par hypothèse sur son «i-poids, u appartient à Ii et par division, on peut 
écrire : u = vfi + wJ avec 

Pai (u) < Pa^ (v) + Pai (/l) et Pa^ (u) < Pa^ (w) + Pa^ ( J). 
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Ainsi, 

uiii-i = {si + iXii-i -1 + wJÇi, _i 

où l'on a PaAv) > + (il - l)pai(/l)- 

Nous allons maintenant nous occuper du terme wJ^i-^^^i. 

Affirmation 3.7. 

La démonstration consiste en un simple calcul laisse au lecteur. 
En multipliant cette égalité par w et en faisant commuter ce dernier avec 
les dxi, on obtient : 

wJ^- i = (d w—-d w— + ——-—— ]-^- 1 1 
V dx2 dxi dxi dx2 8x28x1 J ' 

El E2 E3 Ei 

La suite consiste à contrôler le «i-poids des termes i^i, . . . , £^4 ainsi obtenus, 
le but étant d'avoir : pa-^{Ei) > N{Ii) + (ii — 1)/3q^(/i). 

Affirmation 3.8. Pour i = 1, . . . ,4, Pa^Ei) > N{Ii) + (ii - 

Démonstration. En premier lieu, remarquons qu'il suffit d'avoir les inégalités 
pour et i?4 (en effet, pai(-E'i) > Paii^s) et pai{E2) > paiiE^)). Montrons 
l'inégalité concernant E3. Pour cela, il suffit d'obtenir pai^E^) > Pai{u) — 
Paiifi)- Nous avons 

PaiiEs) > Pai(î«) -deg^^(xi) +pai(/2) -deg^^(x2) (*) 

> Pai (u) - pai (J) - deg^^ (Xi) + (/2) - deg„^ (X2) 

= pai (u) — h{a — 1) — a{d — l) — h + ad — a 

= pai (u) - ah 

= paiiu) - paiifl)- 

L'inégalité qui concerne Eo, est démontrée. Pour E4, nous avons : 
paiiEi) > Paiiw) - deg„^(x2) + Pai(/2) - degc,j(a:;i), 
et l'on retombe sur (*). □ 

3.4. Étape finale : le bilan. Notons B l'algèbre des opérateurs différentiels 
à coefficients constants. Alors, comme conséquence des étapes précédentes, 
nous avons : 

bisi,S2)fl'f^' G ^D[si,S2]î^6,-i + J]lî[si,S2]i;e-i,o 

u V 

avec pour chaque u, Pai{u) > -^(-^1) et pour chaque v, pa2{v) > N{l2). 

Autrement dit chaque u appartient à Ii et chaque v à l2- Prenons le cas 
d'un u et écrivons u = ui/i + n2 J. Par suite, 

df2 , 9/2 



(Si + 1)U ^0,-1 = {Sl + 1)-"! ^-1,-1 + U2 (dxi - Q^) ■ 

ncore 

{s, + l)u^o,-ieV[si,S2W+'fr+\ 



1,-1 
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De manière similaire on obtient : 

En conclusion : 

et le théorème n est démontré. 

4. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION [T] 

Nous devons montrer que (/i, /2) satisfait aux hypothèses (1),. . .,(6). Les 
quatre premières étant clairement vérifiées, il nous suffit de le faire pour (5) 
et (6). Enfin, par symétrie, il suffit de montrer (5), à savoir : 

Affirmation 4.1. 

(i) h est de colongueur finie. 

(a) m.ax{fi) et\na^{J) engendrent ma^{Ii). 

L'hypothèse (5) découle directement de ^1 Th. 4.2.1.1] (cf. part. 2] 
pour les détails). 

Démonstration. Nous allons démontrer les deux points en même temps en 
déterminant une <i-base standard de Ii. Pour cela, nous allons suivre l'algo- 
rithme de Buchberger |1H 1.6]. Aussi, nous adopterons la notation suivante : 
si «1, ... , Um sont dans C{a;}, nous noterons 

m 

E{ui,...,Um) = y (exp<^(ui) 

i=l 

Il est facile de voir que exp<^(/i) = (a, 0). De plus, grâce à la remarque 13. H 
inaj(J) = adxi~^X2~^ ce qui entraine exp^^(J) = (a — l,d — 1). Quitte à 
diviser J par ad, on peut supposer que J = x"~^X2^^ + h avec Pai{h) > 
Pai{J)- Maintenant, considérons la 5-fonction de /i et J : 

K = S{fi,J) = xi~^fi-xU 

Nous avons in^j (x2~"'^/i) = xlx^^ + x^<^'^~^ et inQ,^(xiJ) = xfxg^^. Ainsi, 

uia^{K) = x''^'^~^ ce qui entraine exp^^(i(') = (0, 6 + d — 1). 

Notons qu'à ce stade, le point (i) de l'affirmation est acquis (cf |1H Cor. 

1.5.3]). 

Poursuivons en démontrant que fi, J et K forment une < i-base standard de 
Il (remarquons que K n'est divisible ni par /i, ni par J). Nous allons montrer 
que le reste de la division de S{fi,K) (resp. de S{J,K)) par {fi,J,K) est 
nul. 

Considérons la ^-fonction Si = S{fi,K) = x'^'^'^^^fi — xfK. On constate 
que inai(S'i) = X2^~^'^~^. Par conséquent, M{Si) est inclus dans le demi- 
espace fermé : 

Fi = {{k,l) G n'^/Li{k,l) > Li{0,2b + d-l)}. 

On voit aisément que Pi C E(fi, J, K). Maintenant, considérons la division 
de Si par {fi,J,K). On voit que toutes les divisions élémentaires qui la 
constituent se font avec des diagrammes de Newton qui ne sortent pas de 
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Fi (donc de E{fi, J, K)). Par conséquent, le reste de cette division est nul 
(voir la remarque 12. 4() . 

En ce qui concerne ^2 = S{J, K) = x1~^K—X2J- L'argument est similaire 
et s'appuie sur le fait que M{S2) est inclus dans le demi-espace ouvert r2 = 
{ik,l) GN^/Li(fc,Z) > Li(a-l,6+d-l)}, lui-même inclus dans ^(/i,J,K). 

Comme bilan, l'ensemble formé de fi, J et K est une <i-base standard 
de II Prop. 1.6.2]. Une conséquence directe est que l'idéal inQ,^(/i) 
est engendré par inQ,^(/i), inQ^(J) et inQ,j(/C). Or ina^(K) = x'^'^'^"^ et 
X2~^ma^{fi) -xiinai(J) = x^'^'^''^. Ainsi ma^{K) G (ina^ (/i), Iuq-j ( J)) ce 
qui achève la preuve du point (ii) et celle de l'affirmation. □ 

5. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION [21 

Rappelons que nous supposons toujours a > 2 ou d > 2. 
Pour la démonstration de la prop. [21 il suffit de montrer les inclusions 
V{siS2) C TCf et V{{absi + ads2){adsi + cds2)) C TLf. Par symétrie, nous 
pouvons nous contenter de : 

Affirmation 5.1. V{siS2) C Tif et V{ahsi + ads2) C Tif. 

Démonstration. Commençons par l'inclusion V{siS2) C W/. 
Comme nous l'avons déjà vu, puisque /i et /2 s'annulent en et sont en inter- 
section complète, tout polynôme de Bernstein est inclus dans ((si -|- l)(s2 + 
1)). Par conséquent, fin(i3) est multiple de (S1S2). L'inclusion recherchée 
découle alors du théorème BMM rappelé dans l'introduction. 
Montrons l'inclusion V{absi + ads2) CTïf. 
Via l'identification T*C^ x = C^, A est égal à l'ensemble des 

(xi,X2,Xiax1~^ + X2Cxl'^,Xibxl'^ + X2dx'^'^,Xi{x1 + x''2),X2{x'l + x'^)). 

Soit (si, S2) tel que absi+ads2 = 0. Nous allons traiter deux cas séparément : 

Cas 1 : bc — ad -\- d — b > 0. 

Dans ce cas, on définit les suites suivantes : 

- xi(n) est une suite de réels positifs non nuls qui tendent vers 0. 

- Pour tout n, soit X2{n) G M>o tel que X2{n)'^ = xi{n)°'~^. 

- Pour tout n, Ai(n) = siXi{n)^~"- . 

- Pour tout n, X2{n) = — ^siX2(n)~'^. 

Notons ^i{n) = Xi{n)axi{n)^~^ + X2{n)cxi{nY~^ . De la même manière on 
définit S,2{n), si{n) et S2{n). Nous constatons alors que : 

(1) Çi(n) = asi - ^siX2(n)-°'xi(n)^-\ 

(2) Ç2(n) = 0, 

(3) si{n) = sixi(n) + si, 

(4) S2{n) = -^si(l + X2{n)-'^xi{nY). 

En élevant X2{n)~'^xi{ny~^ à la puissance b et en utilisant la relation X2{n)^ = 
xi(n)"'~^, on constate que {x2{n)~'^xi{ny~^)^ = xi{n)^'^~°''^^'^~^ . Ainsi la 
suite X2{n)~'^xi{nY~^ tend vers si 6c — od -|- d — 6 > et est constante 
si 6c — ad -|- d — 6 = (c'est sous cette hypothèse qu'intervient le fait que 
les suites xi(n) et X2(n) sont dans M>o). On constate alors que les quatre 
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suites ^i{n),$,2{n), si{n), S2{n) sont convergentes et que (si(n), S2(ra)) con- 
verge vers (si, S2) qui appartient donc bien aHf. 
Cas 2 : bc - ad + d - b < 0. 

Ce cas se traite de la même façon avec les données suivantes (les détails sont 
laissés au lecteur). 

- xi{n) est une suite de complexes non nuls qui tendent vers 0. 

- Pour tout n, soit X2{n) € C tel que X2{n)'^ = xi{ny~^. 

- Pour tout n, \2(n) = 82X2(71)^'^ . 

- Pour tout n, Ai(n) = —fs2X2{n)~^. 

□ 
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